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有 限 深 度 土 体 运动 对 Winkler 地 基 上 梁 1/3 次 
亚 谐 共振 影响 分 析 


马 建 军 , 王 满 , 韩 书 娟 , 李 达 
(河南 科技 大 学 土木 工程 学 院 ,471023 洛阳 ) 


摘 要 :有 限 深 度 土 体 运 动 对 弹性 地 基 上 梁 的 动力 学 特性 和 非 线性 响应 均 有 显著 影响 。 为 丰富 和 
深化 相关 研究 内 容 , 本 研究 基于 引入 土 体 运动 影响 的 Winkler 地 基 梁 的 非 线性 动力 学 模型 ,关注 了 
有 限 深 度 土 体 运动 如 何 影响 弹性 地 基 上 梁 在 1/3 次 亚 谐 共 振 条 件 下 的 行为 。 通 过 应 用 Galerkin 方 
法 和 多 尺度 法 推导 出 了 梁 在 1/3 次 亚 谐 共 振 情况 下 的 频率 响应 方程 以 及 位 移 的 二 阶 近似 解 。 进 而 
根据 响应 方程 进行 数值 计算 ,得 到 了 Winkler 地 基 上 梁 的 1/3 次 亚 谐 共振 的 幅 频 响应 曲线 ,分 析 了 
与 土 体 运动 密切 相关 的 参数 (地 基 深 度 、 质量 、 弹 性 模 量 、 地基 刚度 和 阻尼 等 ) 和 激励 幅 值 等 对 梁 亚 
谐 共振 的 影响 。 结 果 表 明 :考虑 有 限 深 度 土 体 运动 的 影响 后 , 梁 的 173 次 亚 谐 共振 响应 的 区 域 和 幅 
值 均 减 小 ; 随 弹 性 地 基 深 度 、 质量 、 弹 性 模 量 和 刚度 变化 , 幅 频 响应 曲线 的 偏转 程度 共振 区 域 和 唤 
应 幅 值 均 发 生 定量 改变 ;外 激励 幅 值 对 梁 1/3 次 亚 谐 共振 响应 的 特性 无 影响 ,而 对 响应 幅 值 和 共振 
区 域 则 有 显著 影响 ;地 基 阻 尼 对 梁 的 1/3 次 亚 谐 共振 有 明显 的 抑制 作用 。 

关键 词 :Winkler 地 基 梁 ; 土 体 运 动 ;1/3 次 亚 谐 共振 ;多 尺度 法 ; 幅 频 响应 曲线 
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Effect of soil mass motion on 1/3 sub-harmonic resonance 
of beams on Winkler foundation 


MA Jianjun, WANG Man,HAN Shujuan, LI Da 


(School of Civil Engineering, Henan University of Science and Technology ,471023 Luoyang ,China) 


Abstract:The effect of the finite-depth soil mass motion on the dynamic characteristics and nonlinear 
response of the beam on an elastic foundation is significant. To enhance and deepen the scope of related 
research ,based on the nonlinear equation of motion of the finite-length beam on Winkler foundation with 
the consideration of soil mass motion ,the study focuses on examining how finite-depth soil motion impacts 
the behavior of an elastic foundation beam under 1/3 order subharmonic resonance conditions. Then ,the 
frequency-response equation and the second-order approximation solution of the 1/3 order sub-harmonic 
resonance of the beam are derived through the application of the Galerkin method and the multiple scales 


method. The effects of parameters closely related to soil mass motion (foundation depth ,soil mass ,elastic 
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modulus , stiffness, and damping, etc. ) and excitation amplitude on the sub-harmonic resonance of the 


beam are investigated by the response equation. The numerical results show that when the effect of soil 


mass motion is introduced into the equation of motion of the beam, the range and amplitude of the 1/3 


order sub-harmonic resonance of the beam decrease. With the change of the depth, mass, and elastic 


modulus of foundation, some quantitative differences are observed in the frequency-response curves, such 


as the degree of deflection , resonance range, and amplitude. Excitation’s amplitude does not affect the 


characteristics of the 1/3 order sub-harmonic resonance of the beam. Stil] ,it has a significant effect on the 


response amplitude and resonance region. On the other hand ,the damping of the foundation has apparent 


inhibition on the 1/3 order sub-harmonic resonance of the beam. 


Key words: Winkler foundation beam; soil mass motion;1/3 order sub-harmonic resonance; method of 


multiple scales ;frequency-response curves 


随 着 工程 实践 需要 和 相关 理论 研究 深入 ,作为 
模拟 土 -结构 相互 作用 的 基本 力学 模型 之 一 ,Winkler 
地 基 上 梁 模 型 有 广泛 应 用 "1。 相 应 的 研究 内 容 已 
很 丰富 ,Winkler 地 基 上 梁 在 静 / 动 力 荷 载 下 的 响应 
特征 也 日 益 清晰 。 

基于 Winkler 地 基 梁 理论 ,国内 外 学 者 已 在 土 - 
结构 相互 作用 领域 的 线性 和 非 线 性 动力 学 研究 中 积 
累 了 丰富 的 研究 成 果 '“”。 然 而 ,观察 常见 的 土 - 结 
构 相 互 作用 系统 的 理论 模型 ,作者 注意 到 以 往 的 研 
究 通 常 将 弹性 地 基 的 作用 简化 为 地 基 反 力 ,而 未 充 
分 考虑 土 体 惯性 运动 对 支承 梁 动 力学 特性 的 影响 。 
随 着 研究 的 深入 ,一些 学 者 已 开始 关注 土 体 和 其 支 
承 结构 在 有 限 深 度 范围 内 的 共同 运动 ,以 及 这 种 共 
同 运动 可 能 导致 的 能 量 传递 和 转换 现象 ，" 。 这 些 
研究 均 表 明 , 将 土 体 运动 引入 到 弹性 地 基 梁 的 动力 
学 方程 后 ,系统 的 动力 响应 发 生 了 显著 改变 。 考 虑 
土 体 运 动 对 Winkler 地 基 上 梁 的 动力 学 响应 的 作用 
后 ,系统 非 线 性 动力 学 方程 中 的 非 线 性 项 包含 与 土 
体 运动 密切 相关 的 地 基 参 数 '" 1。 此 时 ,在 简 谐 激 励 
的 作用 下 , 当 外 激励 频率 接近 系统 固有 频率 的 整数 
倍 时 ,可 能 发 生 亚 谐 和 超 谐 共振 响应 ,出 现 复杂 的 系 
统 非 线性 动力 响应 现象 捕 ”1 。 因 此 ,为 更 深入 地 研 
究 Winkler 地 基 上 梁 的 非 线性 动力 学 特性 ,有 必要 探 
究 有 限 深度 土 体 运动 对 梁 在 1/3 次 亚 谐 波 共振 情况 
下 的 响应 所 产生 的 影响 。 

本 人 研究 则 在 探究 土 体 运 动 对 Winkler 地 基 上 梁 
的 173 次 亚 谐 共振 响应 的 影响 。 基 于 考虑 有 限 深度 
土 体 运动 的 非 线 性 梁 运 动 方程 ,应 用 Galerkin 方法 
和 多 尺度 法 ,推导 梁 的 1/3 次 亚 谐 共 振 的 幅 频 响应 
方程 以 及 位 移 的 近似 解 。 通 过 数值 计算 ,分 析 运 动 
方程 中 与 有 限 深 度 地 基 运 动 直接 或 间接 相关 的 各 项 


参数 对 梁 的 1/3 次 亚 谐 共振 响应 的 影响 ,以 揭示 有 
限 深度 土 体 运动 对 土 -结构 相互 作用 系统 非 线 性 共 
振 响 应 的 潜在 影响 。 


1 非 线 性 动力 学 模型 


如 图 1 所 示 ,研究 对 象 为 受 简谱 横向 激励 的 弹 
性 地 基 上 有 限 长 梁 ,其 中 bh 分别 为 梁 的 长 、 宽 、 
高 ,五 为 地 基 深 度 。 以 梁 端 为 原点 0, 中 轴线 为 x 轴 
建立 平面 直角 坐标 系 0-xy; p(x,t) = Pcos((21) 为 
简 谐 横向 激励 ,其 中 已 和 2 分 别 为 激励 幅 值 和 频率 ; 
zz) 为 梁 沿 7 方向 的 位 移 ; u(x,i) 为 梁 沿 方向 
的 位 移 , 考 虑 工程 实际 ,在 建 模 分 析 时 可 忽略 。 同 
时 ,为 揭示 土 体 运动 对 其 支承 梁 动力 响应 的 影响 , 引 
入 v(x,y,t) 表示 梁 下 土 体位 移 随 埋 深 变化 的 
情况 。 


vs) 4y 


弹性 地 基 py . 
VX) , , 


Winkler 模 型 (Ey) 
AMAMAYAMAAMAMAMAMAMAMAMAMY 
刚性 基 岩 
图 1 弹性 地 基 上 有 限 长 梁 模 型 

Fig.1 The finite-length beam on elastic foundation 

基于 Winkler 地 基 模 型 和 Euler-Bernoulli 梁 理 
论 , 将 有 限 深 度 地 基 运 动 的 影响 引入 到 土 - 结 构 相 互 
作用 系统 的 动力 学 模型 ,并 引入 如 下 无 量 纲 参数 。 


_% 4 y 4 v 1*-h 


LL’ L’ 也 
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(1) 
可 得 弹性 地 基 上 梁 的 无 量 纲 运 动 方程 为 


pl 


四 1 四 
Preos(O) -$e Co 0°) | pdy -Sh Co 'y - 
0 


h” 。 二 到 也 人 
了 c， (vv ”0p -te (vv )]- 


(Po + Ee) eos(Qe) (2) 


其 中 ,各 符号 意义 如 表 1 所 示 。 
表 1 弹性 地 基 上 梁 的 运动 方程 中 各 符号 定义 


Tab.1 The significance of symbols in the motion 


equation of beam on elastic foundation 


符号 定义 

p 梁 的 体 密度 
4 bh , 梁 的 横 截 面积 
m p4 ;单位 长 度 梁 的 质量 
ps 单位 长 度 梁 下 单位 深度 地 基质 量 
c 单位 长 度 梁 的 茜 灌 阻尼 系数 
c， 单位 长 度 梁 下 单位 深度 地 基 的 黏 灌 阻 尼 系 数 
E 梁 的 弹性 模 量 
I 梁 的 弹性 模 量 和 惯性 矩 
ky Winkler 地 基 刚 度 系数 
9 地 基 位 移 沿 y 方 向 衰减 函数 

(C 小 对 变量 1 求 偏 导 。 

C 》 对 变量 * 求 偏 导 。 


为 便于 推导 分 析 , 省略 各 无 量 纲 参数 的 上 标 星 


号 并 引入 线性 和 非 线 性 算 子 , 式 (2) 可 简化 为 
v+uv+Lv = Teos( O01) -人 十 加 Peos((24) + 


2 
GV D+ Go Cv,v0) + G3(v,v) 十 
G3(v,v0,v) (3) 
. H 
ps 
其 中 :a = 1 + 有 | ody; B = Tih = 


1 
a | — pdy 
0 


不, 
;线性 算 子 Lv = L v ”+ 一; 平方 
Qo a 


hky 


h(1] -a) _ hey 
2a 


非 线性 算 子 Gy = 一 7 
CQ 


(v 9) ,C 二 


CD ;立方 非 线性 
Qa 
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显然 ,参数 a 、B 和 均 与 有 限 深 度 地 基 的 物理 
特性 直接 相关 。 因 此 系统 运动 方程 中 非 线 性 项 均 与 
土 体 运 动 相关 ,可 以 预期 有 限 深度 土 体 运动 对 梁 的 
1/3 次 亚 谐 共振 响应 存在 显著 影响 。 


2 1/3 次 亚 谐 波 共振 ( 0Q = 3w, ) 


利用 Galerkin 方法 和 多 尺度 法 '“ ,7 尺度 的 存 
在 将 导致 a 阶 和 s 阶 系数 调整 后 求解 得 任 一 特 解 
中 均 包 含 因 子 为 Tue" 的 长 期 项 ,除非 D,4, = 0 ， 
所 以 4, 必 与 Ti 无 关 。 故 上 略 去 Tl 尺度 。 

可 得 弹性 地 基 梁 的 位 移 v(x,i;e) 展开 为 


CX o'r,T,,T,) (4) 


其 中 : s 是 小 参数 ;7 = git(i = 0,2), 9/09t = Do+ 
eD, +*…,D,=0/0T,。 

引入 调谐 参数 o 研究 1/3 次 亚 谐 波 共振 响应 ， 
外 激励 频率 与 弹性 地 基 梁 的 固有 频率 之 间 的 关系 
有 :2 = 3w,+ eo ,其 中 : w, 为 弹性 地 基 梁 的 第 nn 
阶 频率 。 为 平衡 非 线性 效应 ,将 梁 的 黏 滞 阻尼 系数 
c ,弹性 地 基 的 黏 清 阻尼 系数 c 和 外 激励 幅 值 了 分 
别 调整 为 ee 、e ec, 和 esP 。 将 式 (4) 代 入 式 (3) ,并 
按 小 参数 s 的 各 阶 系数 调整 ,可 得 


2 阶 : 


oO (5) 
CQ 


Div, + Lv, = -Tv Peos( 01,) + Gi(vVi,0) 十 
a 


Gy (v1 ,91) (6) 


Duo + Lvs = -AUDuo -2DoD,v, -Svcos( 01,) + 
[@4 


GA(V sD) ton Di) +C (25 ) 十 

Gy (v3,01) + G3(v1 ,v1 ,01) (7) 

以 端 部 约束 为 固 支 -自由 的 梁 为 例 ,边界 条 件 为 
v.(0, T,, T,) =0, v0, 7, T,) =0， 

v1,T,D) =0,0(1, 1, TD) =0(i=1,2,3) 

(8) 


式 (5) ~ (6) 的 解 分 别 为 
vi(x,T,,T,) = A,(T,)e"g, (x) + p, (x)e™ 十 CC 
(9) 
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w(x,T,T,) =AAe TD, (x) + AiA,A, Dy, (x) + 


(A x) + A (x) | Ael Dn + 

{A W(x) +A, (x) |) Ae on + 

A (x)A,e +A, W(x) — 

而 W(x) +Eo(z)e + 

i 

Biss (2)Ase 二 ee (10) 
其 中 : 4, 为 幅 值 ; 1 为 4 的 共 轿 ;i = Ti; eec 表 


全 -2 D];4, 


示 复 共 轿 项 ; A = 


[人 =] ;po 和 G = 1,2,3,., 
f 
12) 应 满足 如 下 公式 。 

Lo, - (Yo, = 元, 二 
中) LE, = Co 由) LY, — (w+ 0) ,= 
Gy (pad,), LY, — (w+ 0) 到 ， = Co 由 ,2p，) ， 
LV -2 - @,) 到 一 Gy pas,) , LY - (0 -— 
@,) WW,, = Gi, pi) , LW, - 40 ,, = Gy 9,, 
pr), LE, = Gol,,pa), LY = 9, LYio, — 
40 Vo, = pi LW (0Q-0,) Vi, = 9,, LV, — 
(0 -— @,) Py, 路 


人 4ow: 到， = Gy» (,, 


ln 


(11) 
g(x) 为 梁 的 第 n 阶 模 态 ;运用 特征 值 方 
程 '" ,可 得 模 态 函数 解 为 


(01 a Yn3 


中 (xz) =C( cosé,x —X,siné,% — coshé, x +xX,sinhé,x) 
(12) 
其 中 : C 为 待定 系数 ; 名 = Vaw? -hi ; 久 
coshé, + cosé, 
sinhé, + sinE ” 
将 式 (9) ~(10) 代 入 式 (7) ,得 可 解 性 条 件 为 


Zi pa Td, TA em 0 


(13) 
其 中 ,各 系数 的 表达 式 见 附录 A。 
令 响应 幅 值 4, 为 
4，= 二 次 (14) 


2 
其 中 , o 和 8B, 均 为 7 的 实 函 数 。 将 式 (14) 代 入 式 
(13) ,分 离 实 部 与 虚 部 可 得 


VW 
n/. 


3 3 ， 
Qn 一 一 ndQn 十 40w SINYn3 


(15a) 
-Tem Ta, 
anB， 二 8w = 2w -和 orcosyoa (15b) 


其 中 ， Yn3 = oT, 一 36， 09 令 式 (15 ) 中 a, 0 和 
ya =0 ,可 得 梁 1/3 次 亚 谐 共 振 的 幅 频 响应 方程 为 


-37T ,37 2 2 加 
Pe ee (4 -pe (16) 
CO， 


8wo，” 2mw 
或 者 a,= 0 (为 便于 分 析 , 后 续 计算 和 参数 分 
析 中 均 忽 略 梁 173 次 亚 谐 共振 啊 应 的 平凡 解 ) 。 
进而 ,可 得 梁 位 移 "xb 的 二 次 近似 表达 式 
( 取 小 参数 se = 1 ) 为 


n 


2 2 
v(x,t) = du(z)eos| Ee) + 29,(%) cos( 人) + FA Wa eos( LA) + FA (%) 十 


2 Ascos(20%) + a A, (x) + As (x) 1cos( 


20 
a,[ A Ys, (x) + A Yow) 1eos( 2 


40 ”2 + 
3 


) + 2A, Ys, (x%) — 


2 {2,4) + 2Wi0,(x)cos(2(24) + wl eos (SY) 十 wpa) eos (S32)] > 


3 数值 分 析 


相 比 于 未 考虑 有 限 深 度 弹 性 地 基 运 动 影 响 的 模 
型 ,本 研究 的 1/3 次 亚 谐 共振 幅 频 响应 方程 中 包 
含 了 Hp, 和 ,等 与 弹性 地 基 物 理 力学 特性 密切 相 
关 的 参数 。 通 过 分 析 这 些 参数 的 影响 ,可 揭示 有 限 


(17) 
深度 弹性 地 基 运 动 对 其 支承 梁 1/3 次 亚 谐 共振 的 
影响 。 
取 表 2 所 示 ! 地 基 和 梁 的 物理 参数 进行 数值 
分 析 。 
根据 文献 [ 16 ] 计算 方法 ,可 得 六 有 量 纲 参数 
为 6.235 x 10' N/m 。 且 数值 分 析 中 ,外 激励 幅 
取 P=3.8。 


值 
值 
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表 2 弹性 地 基 和 梁 的 物理 参数 值 
Tab.2 Dimensional parameters and material properties of 
the elastic foundation and beam 
符号 物理 意义 数值 单位 
L 梁 的 长 度 6. 096 
梁 的 宽度 0.610 m 
h 梁 的 高 度 0.305 
7 梁 的 体 密度 2.403 x103 kg/m 
E 梁 的 弹性 模 量 2.482 x 104 MPa 
n 梁 的 泊 松 比 0.25 
< 单位 长 度 梁 的 黏 滞 阻尼 系数 180 N s/m 
二 弹性 地 基 深 度 10.00 m 
r， 单位 长 度 梁 下 单位 深度 地 基质 量 1.037x10? kg/m? 
E, 弹性 地 基 的 弹性 模 量 23. 94 MPa 
弹性 地 基 的 泊 松 比 0.20 四 
cs 单位 长 度 梁 下 单位 深度 18 NS eA 
地 基 的 黏 滞 阻尼 系数 


3.1 万 的 影响 


Winkler 地 基 梁 1/3 次 亚 谐 共振 在 不 同 有 限 地 
基 深 度 时 的 幅 频 响应 曲线 如 图 2 所 示 。 
0.6 


图 2 参数 互 对 梁 173 次 亚 谐 共振 幅 频 响应 的 影响 
Fig.2 Effect of parameter H on 1/3 sub-harmonic 


response of the beam 

其 中 , 纵 坐 标 a 为 式 (16) 中 a, 取 第 一 阶 模 态 
时 的 响应 幅 值 , 实 线 和 虚线 分 别 表示 稳定 解 和 不 稳 
定 解 。 对 比 图 2 中 考虑 有 限 深度 土 体 运动 与 不 考虑 
土 体 运 动 的 幅 频 响应 曲线 ,可 直观 地 看 出 土 体 运 动 
对 梁 1/3 次 亚 谐 共振 响应 的 影响 显著 。 如 图 2 所 
示 , 考 虑 土 体 运动 影响 后 , 土 -结构 相互 作用 系统 的 
刚度 显著 增 大 , 梁 1/3 次 亚 谐 共振 区 域 显 著 减 小 。 
表明 将 土 体 运动 引入 土 -结构 相互 作用 系统 的 动力 
学 模型 后 ,系统 的 动力 学 特性 发 生 显著 改变 。 随 着 
深度 五 增 大 ,系统 刚度 增 大 ,共振 区 域 减 小 。 
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3.2 2, 的 影响 


图 3 给 出 了 参数 p, 对 Winkler 地 基 梁 1/3 次 亚 

谐 共 振幅 频 响应 的 影响 。 在 同等 条 件 下 , 随 参 与 运 

动 的 地 基质 量 增 大 , 梁 1/3 次 亚 谐 共振 响应 的 幅 值 

减 小 , 硬 弹簧 特性 则 稍 有 增强 。 结 合 图 2 可 知 , 有 限 

深度 土 体 运动 对 梁 1/3 次 亚 谐 共振 响应 的 非 线 性 特 

征 有 一 定 抑 制作 用 。 
0.6 


0 0.1 0.2 RS 0.4 
(ed 


图 3 参数 p, 对 梁 1/3 次 亚 谐 共 振幅 频 响 应 的 影响 
Fig.3 Effect of parameter p, on 1/3 sub-harmonic 


response of the beam 
3.3 ,的 影响 


图 4 给 出 了 地 基 弹 性 模 量 ,对 Winkler 地 基 梁 


1/3 次 亚 谐 共 振幅 频 响应 的 影响 。 
0.6 


03 


08 
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4 ”参数 ,对 梁 1/3 次 亚 谐 共 振幅 频 响 应 的 影响 
Fig.4 Effect of parameter EF, on 1/3 sub-harmonic 


Ea 


response of the beam 
随地 基 弹 性 模 量 五, 增 大 , 梁 1/3 次 亚 谐 共 振 响 
应 幅 值 的 非 平凡 解 增 大 ,同时 响应 的 硬 弹簧 特性 减 
弱 。 且 ,对 弹性 地 基 梁 1/3 次 亚 谐 共振 响应 幅 值 
的 影响 随 其 增 大 到 一 定 程 度 而 迅速 减弱 。 因 此 ,者 
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有 限 深 度 内 土 体 为 刚性 地 基 时 , 梁 的 1/3 次 谐 波 共 
振 区 域 较 宽 。 


3.4 “三 的 影响 


为 更 直观 地 展现 土 体 运动 对 弹性 地 基 梁 1/3 次 

亚 谐 共振 响应 的 影响 ,图 5 给 出 了 Winkler 地 基 参 数 

;对 梁 173 次 亚 谐 共振 幅 频 响应 的 影响 。 由 图 5 可 

知 , 随 地 基 刚 度 系 数据 增 大 , 梁 1/3 次 亚 谐 共振 响应 

幅 值 的 非 平 几 解 变化 较 复 杂 , 而且 响 应 的 共振 区 域 

显著 增 大 。 总 体 而 言 , 地 基 刚度 系数 如 对 梁 1/3 次 
亚 谐 共振 啊 应 起 到 动力 软化 作用 。 
0.6 , 
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图 5 参数 对 梁 1/3 次 亚 谐 共 振幅 频 响 应 的 影响 
Fig.5 Effect of parameter kj on 1/3 sub-harmonic 


response of the beam 
3.5 PP 的 影响 


图 6 给 出 了 不 同 外 激励 幅 值 时 Winkler 地 基 梁 1/3 
次 亚 谐 共 振 响 应 的 变化 情况 ,其 中 已 =1.8,3.8,5.0。 
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图 6 参数 P 对 梁 1/3 次 亚 谐 共振 幅 频 响应 的 影响 
Fig.6 Effect of parameter 已 on 1/3 sub-harmonic 


response of the beam 
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随 外 激励 幅 值 增 大 , 梁 1/3 次 亚 谐 共振 幅 频 响 
应 曲线 向 左下 方 移动 ,响应 幅 值 和 共振 区 域 均 显著 
增 大 。 结 果 表明 ,外 激励 幅 值 越 大 , 梁 的 1/3 次 亚 谐 
共振 越 容易 被 激发 。 各 条 幅 频 响应 曲线 的 偏转 程度 
基本 不 变 ,表明 外 激励 幅 值 对 梁 1/3 次 亚 谐 共振 的 
基本 特征 基本 无 影响 。 


3.6 7 的 影响 


引入 参数 = 二 + 全 | (1 -ep)dy 以 探究 土 体 


QJ0 


苦 灌 阻尼 对 弹性 地 基 染 系统 1/3 次 亚 谐 共振 响应 的 
影响 。 其 中 ,《 = 全 为 有 限 深度 土 体 和 梁 的 竺 滞 阻 


尼 比 。 则 由 表 2 参数 计算 可 得 7 = 0.131 。 图 7 给 
出 了 不 同调 谐 参数 o 时 梁 173 次 亚 谐 共振 响应 幅 值 
随 参 数 7 的 变化 情况 。 当 ?7 = 0.131 时 ,在 固定 调 
谐 参数 e 时 所 得 响应 幅 值 与 图 2 中 万 =10 m 时 的 数 
值 相 一 致 。 且 随 7 增 大 , 梁 1/3 次 亚 谐 共振 的 响应 
幅 值 减 小 。 如 图 7 所 示 , 在 3 组 固定 参数 下 均 存 在 
一 个 最 大 了 值 。 若 超过 最 大 7 值 , 梁 的 173 次 亚 谐 
共振 啊 应 将 被 完全 抑制 。 


0.6 1 


0.4 


3 
0.05 0.10 O13 0.20 0.25 


到 7 参数 n 对 梁 1/3 次 亚 谐 共 振 响 应 幅 值 的 影响 
Fig.7 Effect of parameter 7 on 1/3 sub-harmonic 


response of the beam 


4 结 论 


本 研究 基于 考虑 有 限 深 度 土 体 运 动 影响 的 
Winkler 地 基 梁 的 非 线 性 动力 学 模型 ,专注 于 分 析 有 
限 深 度 土 体 运动 对 弹性 地 基 梁 系统 1/3 次 亚 谐 共 振 
响应 的 影响 。 利 用 Galerkin 方法 和 多 尺度 法 ,得 到 
了 梁 的 1/3 次 亚 谐 共振 幅 频 响应 方程 以 及 位 移 的 近 
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似 解 。 进 而 通过 对 幅 频 响应 曲线 的 分 析 ,探讨 了 有 
限 深度 土 体 运动 对 梁 的 1/3 次 亚 谐 共振 响应 的 影 


响 。 


研究 结果 揭示 了 以 下 关键 点 。 
1) Winkler 地 基 上 梁 的 1/3 次 亚 谐 共振 响应 影 


响 受 有 限 深 度 土 体 运动 影响 显著 , 且 其 对 梁 1/3 次 
亚 谐 共振 响应 起 动力 软化 作用 。 


2) 弹性 地 基 模 量 到 和 地 基 刚 度 系 数 均 对 梁 


的 1Z3 次 亚 谐 共振 响应 的 激发 有 抑制 作用 。 


3 ) 在 特定 参数 范围 内 ,弹性 地 基 的 物理 参数 中 


存在 最 大 黏 沛 阻尼 系数 。 若 参数 7 大 于 限定 值 ， 
Winkler 地 基 上 梁 的 1/3 次 亚 谐 共振 响应 将 不 能 被 
激发 。 
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